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Resumen
Actualmente, las empresas de transporte y entrega de mercancía se enfrentan a un problema de logística
que deben solucionar, teniendo en cuenta la cantidad de usuarios que deben ser atendidos, los tiempos
de entrega y la minimización de costos asociados a la gestión de operación. Un incremento de la gestión
operativa obliga a las compañias a incrementar la capacidad de las otas y la construcción de nuevos centros
de distribución que le permita generar rutas mas cortas para poder atender de manera mas eciente la
demanda total. Así, se origina el problema de ruteo de vehículos con múltiples depósitos, denominado en
la literatura especializada como MDVRP (por sus siglas en ingles, Multi Depot Vehicle Routing Problem).
Suele suceder que algunas empresas optan por recurrir a terceros para subcontratar una cantidad adecuada
de vehículos, bien sea por el limite de vehículos propios, o por cuestiones de salida a mantenimiento de un
tamaño importante de las otas. En esa dirección, el numero de otas subcontratadas por las compañias
generan costos adicionales en la gestión de operación debidos a los valores de arrendamiento por cada
ota. De esa manera, surge entonces una nueva variante poco conocida en la literatura denominada como
el problema de ruteo de vehículos con múltiples depósitos, que considera ota propia y subcontratada,
denominada en algunos textos como MDVRPPC (Por sus siglas en ingles, Multi Depot Vehicle Routing
Problem With Private Fleet and Common Carrier).
Uno de los temas mas relevantes y de gran impacto social es el tema de impacto ambiental, y en especial
gracias a que el sector de transporte es el mas responsable entre todos los agentes potenciales existentes.
De esa forma, las empresas de transporte han tenido que involucrar el tema de impacto ambiental como
nuevo objetivo dentro de la cadena de suministros (cadena verde). Así, nace una nueva variante al problema
de ruteo MDVRPPC, denominada en la literatura como G-MDVRPPC.
En esta investigación se dene un modelo matemático exacto para el GMDVRPPC, el cual surge de la
comparación de la operación de las redes de transporte de carga con las redes de distribución de energía
eléctrica. El modelo planteado es del tipo bi-objetivo, que considera costo operativo e impacto ambiental. Al
objetivo de impacto ambiental se le efectúa un análisis de sensibilidad variando los coecientes asociados a
la emisión de partículas, y consiste en estudiar diferentes grados de pendiente y estado de la vía. El modelo
planteado es codicado en lenguaje AMPL y resuelto usando un algoritmo exacto de programación lineal
entera mixta con el software CPLEX. Finalmente son usadas instancias de la literatura para llevar a cabo
un análisis de resultados, con el n de establecer el mejor modo de operación que relaciona el número de
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Desde que la globalización dió su primer pie de fuerza a nales de la guerra fría, y mas aun en plena mitad
del siglo XIX, las economías locales de países tercermundistas empezaron a verse fuertemente inuenciadas
por las economías de capital de países desarrollados. Desde entonces el auge de las multinacionales y el
gran ujo de capital extranjero permitieron reescribir un nuevo concepto sobre la teoría de mercado y la
macro-economía.
Gracias al proceso dinámico de la globalizacón en cuanto a la integración de los mercados locales y
participación activa de economías competitivas, los procesos de consumo han incrementado y ha permitido
que tanto países desarrollados como en vía de desarrollo hayan podido mejorar la inversión en desarrollo
sostenible, educación, transporte, entre otros. De esa manera se ha permitido integrar nuevos conceptos
sobre el planeamiento territorial y desarrollo sostenible, y en esa direccíon, el tema de transporte juega un
papel relevante por su inuencia en ambos temas.
El ordenamiento territorial obliga a las empresas de transporte y entrega de mercancía el accionar de
técnicas que permitan minimizar costos operativos ya que la gestión operativa de vehículos y las acciones
de logística son los ejes centrales en los procesos de comercializacón y entrega de bienes o servicios. Lo
anterior se denomina ruteo de vehículos, y fue expuesto por primera vez en Dantzig and Ramser (1959),
en el que se introducen las primeras soluciones razonables para el problema de despacho de camiones de
carga. Posteriormente, este apartado pasará a llamarse el problema de ruteo de vehículos (VRP, por sus
siglas en ingles Vehicle Routing Problem) Toth and Vigo (2002).
Una de las desventajas del área de transporte tiene que ver con los efectos secundarios ligados a la
contaminación del medio ambiente, ya que es la que mas contribuye con la emisión de gases de efecto
invernadero como el CO2.
Existen numerosas aplicaciones de problema de ruteo enfocadas a la parte de entrega de mercancía. Sin
embargo pueden encontrarse otras aplicaciones que incluyen:
Generación de sistemas de rutas en industrias de desechos sólidos.
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Distribución de bebidas, alimentos, productos lácteos, periódicos.
Estaciones de bomberos.
Construcción de redes de comunicación.
Gasolineras.
Localización de centrales.
Ruteo de documentos clasicados de las fuerzas armadas.
Planeación y operación logística militar.
Instalación de centrales de incineración de basuras y ruteo de recolección de estas.
Cadena de suministros de maderas.
Distribución de repuestos de vehículos.
Distribución de cadena de supermercados.
Entre otros.
Gracias a que el VRP se modela como un grafo geométrico débilmente conexo G(v, n) (siendo v el numero
de vértices del problema, y n el numero de ramas que interconectan los vértices), este se puede solucionar
matemáticamente como un problema de cartero viajante en donde el objetivo principal es lograr que un
cartero ubicado en una ciudad X pueda repartir el producto a diferentes ciudades, de tal manera que la
distancia viajada entre cada ciudad sea la mínima, Toro-ocampo (2016).
Para las soluciones del VRP se encuentran las técnicas heurísticas como alternativa para problemas
combinatorios considerables, caracterizadas porque sus soluciónes suelen ser muy cercanas al óptimo
global y se dan en tiempos muy razonables. Muchas de estas técnicas utilizadas para resolver los VRP,
o sus variantes, suelen basarse en métodos de búsqueda local, los cuales a partir de una solución inicial
permutan a soluciones de muy buena calidad.
El incremento en la gestión operativa, obliga a la instalación de nuevos centros de distribución para el
abastecimiento de la demanda, y por consiguiente nace el problema de ruteo capacitado multi-depósito
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MDVRP Cordeau et al. (1997). En esta variante puede darse el caso de que parte del tamaño de la ota sea
insuciente para cubrir la demanda, por lo que se hace necesario alquilar o subcontratar parte de esta, y de
esa manera se obtiene el problema de ruteo multi-depósito con ota propia y subcontratada MDVRPPC. En
el MDVRPPC se tiene el inconveniente de modelar los costos asociados al alquiler de los vehículos ya que
ello depende de las caracterśticas del mismo y de los términos y condiciones de la compai˜a arrendataria.
Sin embargo, en Toro-Ocampo et al. (2016) se soluciona el problema con un factor que penaliza los costos
por el uso de ota subcontratada.
Dentro del problema de gerenciamiento y cadena de suministros, el impacto ambiental ha tomado una
relevancia importante debido a los altos indices de contamininación que ocasionan las grandes industrias
por el alto uso de combustibles fósiles, y es por eso que ha entrado como objetivo adicional dentro de
las labores de logística en el tema transporte. El problema de ruteo que considera impacto ambiental
se denomina ruteo verde Erdoğan and Miller-Hooks (2012) y se puede modelar mono-objetivamente o
multi-objetivamente dependiendo de los objetivos en conicto.
Dentro de las aplicaciones del problema de ruteo, hay muy pocas relacionadas a las condiciones del terreno
y estado de la vía. En Tavares et al. (2008) se hace una consideración sobre la pendiente y estado de la vía
a partir de un software de computación GIS3D aplicado al problema de recogida de desechos sólidos. La
ventaja de considerar variaciones en la vía radica en la exactitud del problema, y además permite analizar
el comportamiento en la operación de los vehículos.
En esta investigación, se estudia el problema de ruteo verde con múltiples depósitos que considera ota
propia y subcontratada (GMDVRPPC, por sus siglas en ingles Green Multi Depot Vehicle Routing Problem
with Private Fleet and Common Carrier). En este problema se minimizan costos operativos y el numero
de emisiones de gas efecto invernadero CO2 debido al uso de combustibles fósiles. Posteriormente, se
implementa un análisis de sensibilidad a partir de las variaciones en las condiciones del terreno y la
inclinación de la supercie, que inuyen en el costo operativo y el impacto ambiental. Se toman instancias
de la literatura para vericar la validez del modelo matemático. La estructura de esta tesis está compuesta
por la introducción en el capítulo 1, descripción del problema en el capítulo 2, denición del modelo
matemático en el capítulo 3, solución del modelo matemático en el capítulo 4, análisis de sensibilidad
y cálculo de distancia equivalente en el capítulo 5, resultados y análisis de resultados en el capitulo 6 y




Efectuar un análisis de sensibilidad para el problema de ruteo verde multi-depósito con ota propia y
subcontratada (G-MDVRPPC), considerando diferentes grados de inclinación y estados de la vía.
Objetivos especícos
Estado del arte sobre el MDVRPPC y estudio de modelos matemáticos de impacto ambiental.
Denir un modelo matemático para el problema de ruteo verde GMDVRPPC radial.
Plantear el modelo para diferentes grados de inclinación que vayan de 0◦ a 20◦, y estados de la vía
para las instancias de 20 y 30 clientes.
Programar el modelo en AMPL (A Mathematical Programming Language) y solucionarlo a través del
software comercial CPLEX.
Análisis de resultados.
Redacción del documento nal.
1.3. Metodología
Construcción del estado del arte a partir de las investigaciones hechas sobre los problemas de ruteo
CVRP, MDVRP, OVRP y MDOVRP y los temas relacionados al consumo de combustible.
Hacer un análisis de las redes de distribución de energía eléctrica con base al documento Lavorato
et al. (2012), y trabajar el modelo matemático bi-objetivo radial para el GMDVRPPC expuesto en
Toro-ocampo (2016). Para validar el modelo matemático se trabajan instancias de Cordeau et al.
(1997).
Adecuar el modelo de impacto ambiental según inclinación y estado de la vía.
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Programación del modelo anterior en AMPL y solución del modelo utilizando el CPLEX, cuyo método
exacto de solución se basa en la utilización del método de Branch and Cut (el cual combina el método
del Branch and Bound y el método de planos de corte). Luego se obtiene un frente de Pareto a partir
del método epsilon constraint, el cual se basa en restringir un objetivo, a causa de que el otro pueda
ser minimizado.
Una vez obtenido cada frente de Pareto, se aplica la métrica MIN, MAX Lopez et al. (2011), para
determinar el mejor punto de cada frente. Posteriormente se lleva a cabo un análisis de resultados para
determinar las factibilidades o inviabilidades con respecto al costo operativo y el impacto ambiental
para la entrega de mercancía.
Se redacta un documento nal de la investigación llevada a cabo.
1.4. Justicación
El problema de distribución de mercancías corresponde a una situación de gestión de operaciones que debe
ser resuelta por la mayoría de empresas que requieren entregar sus productos a almacenes, centros de
distribución o clientes nales. Cuando ocurre un incremento en la gestión operativa aparece el problema
de ruteo de vehículos con múltiples depósitos, además cuando dentro de la promesa de venta se consideran
tiempos de entrega razonables, es necesario ubicar centros de distribución adicionales que generen rutas
más cortas. El aumento de la demanda o la salida a reparación de la ota de vehículos genera la necesidad de
ampliar el tamaño de estos y considerar la subcontratación de una parte de la operación. La sostenibilidad
de las organizaciones corresponde a un indicador de interés tanto para las directivas de las organizaciones
así como para los usuarios nales. Es por eso que cualquier solución que se proponga además de minimizar
costos operativos debe minimizar efectos contaminantes producto de su fabricación o comercialización.
Dentro del proceso de minimización de efectos contaminantes se deben resolver dos preguntas, la primera
es ¿Cómo se minimizan? y la segunda es ¿Cuanto cuesta reducir el impacto generado por los vehículos de
combustión interna?
El modelamiento de las vías incide sobre la operación de los vehículos, por lo que en el diseño de modelos
para el problema de ruteo es necesario constituir herramientas de trabajo que permitan simular el estado
de la vía. En esa dirección esta investigación ofrece una herramienta de estudio para simular de manera
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aproximada la pendiente y el estado de la vía, tal que permita analizar los riegos de un "trade-o” entre
costo operativo e impacto ambiental
2. Descripción del problema
2.1. El problema de ruteo de vehículos capacitado CVRP
El CVRP es una extensión potenciada del VRP tradicional Toth and Vigo (2002), debido a que en este tipo
de problema se incluyen por primera vez restricciones de capacidad asociadas a la carga del vehículo y
la capacidad del centro de distribución. En el CVRP se parte de un único depósito I y una cantidad J de
clientes que deben ser atendidos por una serie de otas que deben iniciar en el centro de distribución.
En esta variante se debe considerar:
1. Visitar cada cliente una única vez.
2. Respetar la capacidad del depósito y de los vehículos.
3. Todos los vehículos utilizados en la operación deben retornar al centro de distribución.
4. Minimizar los costos de la operación.
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Figura 1: Aproximación gráca del problema CVRP
2.2. El problema de ruteo abierto de vehículos OVRP
El problema de ruteo abierto de vehículos OVRP (Open Vehicle Routing Problem) es poco frecuente en la
literatura especializada. Si bien, en la variante presentada en la subsección 2.1 los vehículos usados en el
ruteo se consideran propios ya que poseen retorno al depósito. En el caso del problema del OVRP las otas
parten del depósito I pero estas no regresan al centro de distribución asociado.
El porque las otas no regresan al centro de distribución se debe a que los vehículos utilizados son
subcontratados Toro-Ocampo et al. (2016), Soto et al. (2017). La justicación al uso de este tipo de otas
se debe a que en algún momento dado la empresa transportadora podría sacar de operación una parte
importante de otas, lo que la obliga a recurrir a terceros para alquilar un tamaño adecuado de otas
necesarias para la operación. Otra de las causas para subcontratar un tamaño de ota se puede dar por la
falta de vehículos propios que posee la compañia para la operación debido al incremento en la gestión de
operación.
El OVRP es considerado combinatorialmente como NP hard al ser una variante del VRP capacitado, en
donde los vehículos utilizados en el ruteo terminan su recorrido con el último cliente que es atendido y no
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regresan al centro de distribución asociado.
En la mayoría de los casos, esta variante suele ser resuelta mediante técnicas heurísticas gracias a que
las soluciones suelen ser de buena calidad y dadas en tiempos razonables. En Fu et al. (2005) se propone
una heurística de búsqueda tabú para el OVRP, en la que se pretende encontrar el conjunto de rutas que
minimizan el costo operativo (numero de vehiculos usados) formulado con una escala de penalización
equivalente a la de Brandão (2004) y que depende de la distancia del arco. En Sariklis and Powell (2000)
se propone un heurística basada en el árbol de expansión mínimo con procedimiento de penalidades para
resolver el problema capacitado de ruteo abierto. El algoritmo se dene como un método secuencial de dos
fases bajo el criterio agrupar primero rutear después, y cada fase está compuesta por etapas que permiten
mejorar la eciencia de la heurística. Fleszar et al. (2009) Proponen una heurística de búsqueda efectiva de
vecindario variable para el OVRP, en la que el vecindario se basa en una inversión de segmentos de ruta y
el intercambio de segmentos entre rutas. Los resultados obtenidos son comparables a los de Li et al. (2007)
y Fu et al. (2005), y mejores que los obtenidos por Sariklis and Powell (2000). En Li et al. (2007) se hace un
repaso del OVRP y se desarrolla una variante del algoritmo de viaje record− to− record. Brandão (2004)
Proponen un algoritmo heurístico de búsqueda tabú que explora la estructura del problema y al nal se
compara con una heurística desarrollada por los mismos autores.
En el caso de las técnicas exactas, Letchford et al. (2007) proponen un algoritmo branch and cut para el
OVRP, el cual combina dos algoritmos exactos que son el branch and bound y el de planos de corte. Se
demuestra que el OVRP no es una variante inferior del CVRP ya que en el proceso de programación entera
y la formulación de planos de corte necesitan ser modicados de manera muy sutil. Los resultados obtenidos
son comparables a los de Brandão (2004), Fu et al. (2005) y Li et al. (2007).
El OVRP se representa geométricamente como un grafo orientado débilmente conexo tal y como se muestra
en la gura.
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Figura 2: Aproximación gráca del problema OVRP
2.3. El problema de ruteo vehiculos con múltiples depósitos MDVRP
El problema de ruteo de vehículos con múltiples depósitos MDVRP (Multi Depot Vehicle Routing Problem)
es una variante del VRP capacitado, dado por el incremento en la gestión de operación. En el MDVRP se
posee un número nito y razonable de centros de distribución I cuyas ubicaciones son conocidas, y un
conjunto de clientes J que deben ser atendidos por un numero limitado de otas que salen y regresan al
depósito del que iniciaron.
El MDVRP es combinatorialmente NP hard ya que es una variante del VRP capacitado, y en su solución
se suelen usar técnicas heurísticas. Ho et al. (2008) proponen dos algoritmos genéticos híbridos (HGA, por
sus siglas en ingles Hybrid Genetic Algorithm) para dar solución al MDVRP. En el primer algoritmo se da
un conjunto de soluciónes iniciales aleatorias, y en el segundo se incorpora el método de ahorro de Clarke
y Wright y la heurística del vecindario mas cercano para dar la inicialización del proceso. Finalmente se
lleva a cabo un estudio computacional con diferentes casos de prueba, arrojando al segundo algoritmo con
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las mejores características en cuanto a tiempo de entrega. Surekha and Sumathi (2011) Implementan un
algoritmo genético para solucionar el MDVRP bajo el criterio agrupar primero asignar después. El método
de agrupamiento utilizado es el de Clarke y Wright y como resultado se obtienen soluciones en tiempos
razonables comparables a las de la literatura especializada.
Dentro de las técnicas exactas para solucionar el MDVRP, Contardo and Martinelli (2014) emplean un
algoritmo exacto formulado a partir del ujo vehícular y un conjunto de partida. Se demuestra que el limite
inferior formulado con la etapa de ujo vehícular elimina las fronteras no promisorias, tal que se reduce la
complejidad del sub-problema de precios formulado por el conjunto de partida. Los resultados obtenidos
son comparables a los de la literatura y se muestra una mejoría en el limite inferior de la solución para
ciertas instancias.
El MDVRP se puede describir geométricamente a través del siguiente grafo completo.
Figura 3: Aproximación gráca del problema MDVRP
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2.4. El problema de ruteo abierto de vehículos con múltiples depósitos MDOVRP
El problema de ruteo abierto de vehículos con múltiples depósitos MDOVRP (Multi Depot Open Vehicle
Routing Problem) es una extensión del problema abierto OVRP y una variante del MDVRP por lo que es
computacionalmente NP hard Wang et al. (2016), Pichka et al. (2014), dado por el incremento de la gestión
operativa en cuanto al numero de centros de distribución.
Dentro de la cadena de suministros, suele ser muy común contratar cierta cantidad de otas para poder tener
mayor cobertura en la operación de logística Tarantilis et al. (2005). Desde el año 2000, se han reforzado
las técnicas heurísticas para dar soluciones contundentes a las variantes abiertas. En Liu et al., 2014 se
propone una algoritmo genético mejorado para encontrar las rutas que minimizan los costos de viaje. Soto
et al. (2017) establecieron dos metas para dar solución al MDOVRP, la primera fue el desarrollo exitoso de
una técnica híbrida que combina una estrategia de búsqueda tabú y búsqueda de vecindario múltiple, y
en la segunda se alcanzó un punto integrado y unicado de cadenas de inyección que permiten tratar de
manera simple varios vecindarios a la vez, y nalmente se exponen una serie de resultados que superan
los BKS de la literatura especializada. Sin embargo, Lalla-Ruiz et al. (2016) implementan una técnica lineal
entera mixta basada en un algoritmo branch and bound cuya solución es comparable con Liu et al., 2014.
Existen variantes en las que se combina el uso de otas propias y otas subcontratadas, conocidas
también como variantes híbridas Toro-ocampo (2016). Estas variantes suelen incurrir en una complejidad
computacional mucho mayor debido las diferencias de costo entre ambos tipos de vehículos y a la robustez
matemática en cuanto a las restricciones que crean arcos de retorno para aquellas otas que son propias.
Para otas subcontratadas es usual hacer el proceso de alquiler a través de un arrendamiento tipo leasing
que usualmente se cobra mes a mes sobre activos jos tales como autos, edicaciones entre otros. El
cobro de alquiler es dado a través de un valor actual neto que el tercero recibe por el vehículo Trigeorgis
and Mason (1987). Pese a la complejidad de modelar ua función de costo para vehículos subcontratados,
Toro-ocampo (2016) y Toro-Ocampo et al. (2016) proponen que para cada arco recorrido por una ota
subcontratada se duplique el costo asociado, de tal manera que se reduzca la complejidad matemática y el
esfuerzo computacional.
El MDOVRP se puede describir como grafo orientado débilmente conexo tal y como se aprecia en la gura:
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Figura 4: Aproximación gráca del problema MDOVRP
2.5. El problema de ruteo de vehículos con múltiples depósitos que considera ota
propia y subcontratada MDVRPPC
El problema de ruteo con múltiples depósitos que considera ota propia y subcontratada MDVRPPC (Multi
Depot Vehicle Routing Problem With Private Fleet and Common Carrier) es una variante híbrida obtenida
al combinar el MDVRP y el MDOVRP, por lo que geométricamente se representa como un grafo doble.
El MDVRPPC es combinatorialmente NP hard ya que es una abstracción mucho mas compleja del VRP
capacitado tradicional.
Aunque no se tienen amplios registros literarios del MDVRPPC, en Toro-ocampo (2016) y Toro-Ocampo
et al. (2016) se proponen soluciones razonables del problema por medio de una técnica exacta. En el
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MDVRPPC se posee un conjunto nito de depósitos I abiertos para la operación, y un numero denido
de clientes J que deben ser atendidos por una serie de otas bien sea propias o subcontratadas., y para su
solución se debe considerar que:
1. Cada ota propia inicia en un depósito Im y termina su recorrido con un arco de retorno al mismo
depósito Im del cual partió.
2. Cada ota subcontratada inicia su ruta en un centro de distribución Im y naliza su recorrido con el
último cliente atendido, ante lo cual no hay arco de retorno.
3. Cada centro de distribución y vehículo usado en la operación está sujeto a restricciones de capacidad.
Figura 5: Aproximación gráca del problema MDVRPPC
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2.6. Emisiones contaminantes en el problema de ruteo
El tema de impacto ambiental en el siglo XXI ha concentrado tanto interés que ha entrado como nueva
tendencia en la linea de cadena de suministros para el desarrollo sostenible. El área de transporte es la que
toma mayor responsabilidad en el tema, ya que es la mas representativa en la emisión de GHG (GreenHouse
Gasses) (Gang et al. (2016), Romilly (1999)) por el uso de combustibles fósiles Bektas and Laporte (2011),
Erdoğan and Miller-Hooks (2012), Hao et al. (2016). El dióxido de carbono CO2 representa el 22 % del total
de agentes potenciales registrados durante el año 2004 según informes emitidos por el instituto de recursos
mundiales. Países como los Estados Unidos, Reino Unido y China son los mayores responsables del cambio
climático pese a su modelo de cadena de suministros, pues informes emitidos por la US EPA y la Ocina
Nacional de Estadísticas acuerdan que durante el año 2008 y 2010 dichos países han venido representando
en el sector de transporte el 28 %, 21 % y 32 % de participación en el proceso ya nombrado.
Gracias a las exigencias en cuanto a la reducción de GHG, las empresas en su linea de cadena de suministros
han decido exaltar el tema de desarrollo sostenible con la incorporación del impacto ambiental como nuevo
objetivo en la gestion de operación de vehículos de motores de combustión interna. Así, las rmas enfrentan
dos objetivos los cuales son la minimización de costos en su linea de logística, y la reducción de partículas
contaminantes debidas a los procesos de producción y comercialización. Con lo anterior se da paso al
problema de ruteo de vehículos que considera efectos contaminantes.
El problema de ruteo de vehículos que considera efectos contaminantes puede ser formulado como un
problema mono-objetivo o bi-objetivo dependiendo del tipo de consideración que se haga para reducir los
GHG. Algunas de las consideraciones mas importantes son Toro-ocampo (2016):
El peso del vehículo.
Velocidad y aceleración del vehículo.
Condiciones climáticas, que inciden directamente sobre el tipo de combustible utilizado.
El tipo de combustible utilizado, pues el consumo de combustible es directamente proporcional a la
cantidad de partículas de CO2 emitidas al ambiente, y además, dependiendo del tipo de combustible
usado el numero de emisiones cambia, por ejemplo el diesel normal emite 2.82KgCO2/litro, y el
diesel ultra bajo en sulfuro una cantidad de 2.57KgCO2/litro Toro O. et al. (2015).
25
Nivel de congestión: En general las emisiones de CO2 dependen de la conducción. Mas frecuencia
de paradas implica mas gasto de combustible, mientras que una velocidad de viaje promedio
ininterrumpida conlleva a menos gasto Toro-ocampo (2016).
Geometría de la vía como curvas, pendientes, glorietas y semáforos.
Debido a las consideraciones anteriores, surgen entonces distintos modelos de ruteo con impacto
ambiental. Por ejemplo Bektas and Laporte (2011) implementa un VRP capacitado con función integrada de
costo-impacto conocido como el problema de ruteo contaminante (PRP, por sus siglas en ingles Pollutant
Routing Problem). La función de costo-impacto es obtenida a partir de una ecuación lineal que depende de
la velocidad, el peso y la distancia viajada por el vehículo. Adicionalmente, la función adiciona términos
constantes relacionados a las condiciones del terreno y el tipo de combustible usado.
El problema de ruteo con emisiones contaminantes es también conocido como el problema de ruteo verde
Toro-ocampo (2016) y en particular se suele identicar al comienzo del acrónimo con una letra G mayúscula.
Galindres Guancha et al. (2015) Proponen una técnica híbrida de solución para el G-CVRP mediante la
secuencia de rutear primero asignar después, en donde la función objetivo es de peso-distancia viajada
la cual funciona como un indicador de impacto ambiental. En Toro-Ocampo et al. (2016) se plantea un
modelo bi-objetivo para el problema de localización y ruteo con ota propia y subcontratada GCLRPPC.
El modelo matemático se plantea de tal manera que a través de modicaciones en las restricciones se
obtienen variantes como MDVRPPC y CVRPPC y la función de impacto se modela a través de un estudio
de fuerzas en equilibrio y en función de la carga transportada por el vehículo y la distancia viajada. Bektas
and Laporte (2011) Plantean un modelo matemático integrado para el GVRP en el que la función objetivo
es de costo-impacto que está en función de la distancia viajada por el vehículo. El modelo incluye centros
de abastecimiento, mediciones de nivel de combustible, tiempos de llegada y medición de consumo.
Además de modelar impacto en función de distancia y peso, en Gang et al. (2016) se plantea y soluciona
un VRP con múltiples recogidas y entregas considerando ventanas de tiempo (VRP-SPDTW) a través
de un algoritmo genético mejorado. La función objetivo en cuestión se conoce como función integrada
de costo-impacto ambiental e incluye dentro de sus variables de decisión el consumo de combustible y
emisiones deCO2 dependiendo del tipo de combustible usado. Kuo (2010) Plantea y soluciona a través de un
SA o recocido simulado un VRP, en el que la función de impacto ambiental depende del tiempo, la velocidad,
la cantidad de viajes por vehículo y el peso de la ota. El problema se denomina como TDVRP por sus siglas
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en ingles (Time Dependent Vehicle Routing Problem) por la dependencia que posee la función objetivo del
tiempo. En Wyatt et al. (2014) se plantea un sistema de medida de emisiones que permite establecer la
cantidad de partículas de CO2 en un periodo de 48 vueltas a partir de una simulación tridimensional en el
software GIS3D el cual permite obtener un promedio en el gradiente de elevación de la supercie.
3. Modelo matemático para el problema de ruteo verde G-MDVRPPC
El modelo matemático para el problema de ruteo verde con múltiples depósitos considerando ota propia
y subcontratada es planteado como un problema bi-objetivo el cual contempla la reducción de costos
operativos e impacto ambiental. El primer objetivo es modelado como un TSP modicado lineal entero
mixto, y el segundo se dene con base al consumo de combustible. Para su solución se implementa una
técnica exacta lineal entera mixta y un método de solución multi-objetivo, en donde el primero consiste en
un algoritmo híbrido Branch and Cut binario, y el segundo es el método de Epsilon Constraint aplicado
a problemas multi-objetivo.
3.1. Comparación entre las redes de distribución de energía eléctrica y las redes de
transporte
Las redes de transporte poseen características topográcas y operativas similares a las de una red de
distribución de energía eléctrica. Dichas semejanzas pueden ser vistas desde la característica de radialidad
y de balance nodal que ambas redes poseen
En la siguiente gura se ilustra la topología de ambas redes.
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Red de distribución ↓= carga Red de transporte de carga OPEN
La característica de radialidad en una red de distribución se dene así:
numero de ramas(L) = numero de nodos(N)− 1 (3.1)
Balance nodal










Figura 6: Sistema uni-nodal generador-carga
Donde:
PGi : Potencia generada en el nodo i
PDi : Potencia Demandada en el nodo i
Lin : Flujo de potencia que va de i a n




Ωk representa el conjunto de nodos con lo cuales el nodo i posee conexión física a través de lineas de
distribución.
En esa dirección se plantea un modelo radial que contempla las ecuaciones 3.1 y 3.2 como las restricciones
de partida del modelo, asumiendo que las lineas de distribución se modelan como arcos, las cargas como
clientes y los nodos de generación como centros de distribución.
3.2. Modelamiento del problema de ruteo radial multi-depósito considerando ota
propia y subcontratada (MDVRPPC)
El modelamiento matemático del MDVRPPC toma como referencia la analogía de las redes de distribución
y las redes de transporte Lavorato et al. (2012). El modelo parte de la restricción de radialidad descrita
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como numero de ramas igual al numero de nodos menos 1, y la restricción de balance nodal, las cuales
caracterizan la topología inicial de la red.
El MDVRPPC posee las siguientes características:
1. Cada ota inicia en un centro de distribución I .
2. Cada ota propia usada en la operación deberá regresar el depósito del cual inició su ruta.
3. Cada ota subcontratada usada en la operación naliza su ruta con el último nodo o cliente atendido.
4. No se debe exceder la capacidad del vehículo y de cada depósito.
5. Cada nodo debe ser de grado 2, es decir, se entra y se sale una sola vez (a excepción de los depósitos
y los nodos terminales de ota subcontratada que siempre son de grado 1).
La descripción base para el modelo matemático del MDVRPPC se explica en cuatro etapas.















sij = card(J) ∀j ∈ J
Siendo I = {1} como única subestación y J = {2, 3, ..., 15} un conjunto de 14 nodos y V = I ∪ J . De esa
manera son obtenidas rutas radiales que no forman trayectorias cerradas. Sin embargo se generan algunos
nodos con grado mayor a 2.


















sij = card(J) ∀j ∈ J
∑
i∈V





sij , ∀j ∈ J
En esta etapa se siguen generando rutas radiales y se obtienen nodos con grado menor o igual a 2 (a
excepción del depósito). El modelo anterior es conocido como el modelo básico del problema de ruteo
abierto sin restricciones de capacidad y sin restricción de dirección.
Etapa 3: Penalizando los costos cij y añadiendo restricciones de capacidad al modelo anterior y
dirección...
















sij = card(J) ∀j ∈ J
∑
i∈V





sij , ∀j ∈ J
lij ≤ QSij , ∀i, j ∈ V∑
j∈J
lij ≤ wiyi, ∀i ∈ I
sij + sji ≤ 1, ∀i, j ∈ V
Siendo I = {1} como único depósito y J = {2, 3, ..., 15} un conjunto de 14 clientes y V = I ∪ J . Se
obtiene un problema de ruteo capacitado abierto denido por un grafo orientado débilmente conexo. El
modelo de esta etapa es denominado modelo radial base del problema de ruteo capacitado sin considerar
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limite en el numero de vehículos.
















































sij , ∀j ∈ J
tij ≤ Qxij , ∀i, j ∈ V
lij ≤ QSij , ∀i, j ∈ V∑
j∈J
tij + lij ≤ wiyi, ∀i ∈ I
xij + xji + sij + sji ≤ 1, ∀i, j ∈ V
Siendo I = {1} como único depósito y J = {2, 3, ..., 15} un conjunto de 14 clientes y V = I ∪ J . Se
obtiene un problema de ruteo capacitado híbrido denido por un grafo orientado débilmente conexo. El
modelo de esta etapa es denominado modelo radial de ruteo capacitado con ota propia y subcontratada
(CVRPPC) sin considerar limite en el numero de vehículos.
Modelo general del CVRPPC
El modelo del CVRPPC es complementado añadiendo al modelo de la etapa 4 restricción en el número





















































sij , ∀j ∈ J
tij ≤ Qxij , ∀i, j ∈ V
lij ≤ QSij , ∀i, j ∈ V∑
j∈J
tij + lij ≤ wiyi, ∀i ∈ I
xij + xji + sij + sji ≤ 1, ∀i, j ∈ V∑
j∈J






fij ≤ 1, ∀j ∈ J





xjk = 1− zj , ∀j ∈ J
Modelo del MDVRPPC
El modelo matemático del problema de ruteo multi-depósito considerando ota propia y subcontratada
(MDVRPPC) es explicado en Toro-ocampo (2016) y planteado con base al modelo de la etapa 4 el cual
se complementa añadiendo un numero denido de depósitos y de vehículos propios y un conjunto de
restricciones recursivas que identican a través de la red los nodos terminales de ota propia para trazar
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los arcos de retorno a los depósitos de inicio de ruta. El problema se formula como un problema lineal
entero mixto, el cual es denido por las ecuaciones ((3.3))-((3.30)).
Nodos
I Conjunto de centros de distribución (depósitos)
J Conjunto de clientes
V Conjunto de nodos V = I ∪ J
Parámetros
Oi Costo de apertura del centro de distribución. i
Wi Capacidad del centro de distribución.i
F Costo jo asociado a cada vehículo propio utilizado en la operación.
Q Máxima carga que puede ser transportada por un vehículo.
Dj Demanda de cada cliente j ∈ J
cij Costo de viajar entre los nodos i y j
P Factor de penalización aplicado a cada arco cuando es transitado usando
un vehículo subcontratado.
NVa Número de vehículos disponibles.
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Variables
xij Variable binaria que se activa cuando el camino entre los nodos i, j ∈ V es
recorrido por un vehículo propio.
sij Variable binaria que se activa cuando el camino entre los nodos i, j ∈ V es
recorrido por un vehículo sucontratado.
yi Variable binaria que indica la apertura del centro de distribución. i ∈ I
fij Variable binaria que dene si el consumidor ubicado en el nodo j ∈ J es
atendido por una ruta que inicia en el centro de distribución i ∈ I .
zj Variable binaria que determina si el consumidor ubicado en el nodo j ∈ J
es el último de la ruta en atendido.
aij Variable binaria que indica si el vehículo usa el camino desde el nodo j) al
centro de distribución ubicado en el nodo i).
tij Variable continua que indica la cantidad de carga transportada entre los
nodos recorridos por la ota propia i y j
lij Variable continua que indica la cantidad de carga transportada entre los








































sij , ∀j ∈ J (3.7)













xij + sij = card(J), ∀j ∈ J (3.10)
∑
i∈I
fij ≤ 1, ∀j ∈ J (3.11)
tij ≤ Qxij , ∀i, j ∈ V (3.12)
lij ≤ QSij , ∀i, j ∈ V (3.13)∑
j∈J






xjk = 1− zj , ∀j ∈ J (3.15)
1 + aij ≥ fij + zj , ∀i ∈ I, ∀j ∈ J (3.16)
−(1− xju − xuj) ≤ fij − fiu, ∀i ∈ I, ∀j, u ∈ V (3.17)
fij − fiu ≤ (1− xju − xuj), ∀i ∈ I, ∀j, u ∈ V (3.18)








wi, ∀i ∈ I (3.20)
∑
j∈J







aij ≤ NVa, (3.22)
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xij ∈ {0, 1} , ∀i, j ∈ V (3.23)
sij ∈ {0, 1} , ∀i, j ∈ V (3.24)
yi ∈ {0, 1} , ∀i ∈ I (3.25)
fij ∈ {0, 1} , ∀i ∈ I, ∀j ∈ V (3.26)
zj ∈ {0, 1} , ∀j ∈ J (3.27)
aij ∈ {0, 1} , ∀i ∈ I, ∀j ∈ J (3.28)
tij ∈ R, ∀i, j ∈ V (3.29)
lij ∈ R, ∀i, j ∈ V (3.30)
La ecuación 3.3 minimiza los costos operativos asociados al recorrido de cada arco por ota propia y
subcontratada. 3.4 Obliga a que cada cliente sea visitado una sola vez por ota propia o subcontratada.
Si un cliente es visitado por ota propia, entonces se debe salir del mismo con ota propia según 3.5. La
restricción 3.6 obliga a que el número de vehículos propios que salen de cada depósito sea igual al número
de vehículos propios que llegan a cada depósito. Si un cliente es visitado por ota subcontratada, entonces
se debe salir del mismo con ota subcontratada siempre y cuando este no sea un nodo nal según 3.7. En 3.8
se obliga a que cada vehículo viaje en una sola dirección sin considerar la asimetría de la ruta. La restricción
3.9 o de balance nodal, arma que la sumatoria de carga que entra a un nodo debe ser igual a la suma de la
carga que sale del nodo y la que se queda allí. 3.10 Impone la característica de radialidad que posee la red
de transporte. 3.11 Garantiza que un nodo de demanda debe estar conectado a un centro de distribución.
Cada ota usada en la operación, sea propia o subcontratada, no debe exceder su capacidad máxima en el
transporte de carga de acuerdo a 3.12 y 3.13.
Con 3.14 se garantiza que la capacidad del depósito no exceda su limite de carga. En 3.15 se identica el
nodo nal sin arco de salida para ota propia, siempre y cuando no se ingrese con ota subcontratada.
Si j es un cliente terminal visitado por ota propia, entonces 3.16 obliga a que exista un arco de retorno.
Con 3.17 y 3.18 se identica en la red de transporte el depósito de inicio para vehículos propios, tal que
se pueda activar el arco de retorno. Si el arco entre i ∈ I y j ∈ J está activo, entonces se garantiza por
medio de 3.19 que la demanda de un cliente j está conectada con un centro de distribución i. Con 3.20 se
establece la cantidad mínima de depósitos que deben ser instalados con base a la relación entre demanda
total y capacidad del depósito. 3.21 Determina la cantidad mínima de vehículos usados en la operación a
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partir de la relación entre demanda total y la capacidad del vehículo. En 3.22 se dene el número máximo
de otas propias que van a ser usadas en la operación. De 3.23 a 3.30 se dene la naturaleza de cada variable
usada en el problema.
3.3. Modelo de impacto ambiental (cálculo del consumo de combustible)
El modelo de impacto ambiental es expuesto en Toro-ocampo (2016). Este modelo se basa en un sistema de
equilibrio estático o de velocidad constante visto entre dos nodos que describen una trayectoria inclinada






















Figura 7: Fuerzas actuando sobre el vehículo.
De la gura 7, FM es la fuerza que ejerce el motor para darle movimiento al vehículo. βij Representa el
angulo de inclinación promedio que posee una vía en un tramo denido ij. mg Representa el peso del
vehículo. N Es la fuerza normal del vehículo. v es la velocidad promedio del vehículo entre el tramo ij y
dij es la distancia promedio que hay entre el punto i y el punto j.
38
La fuerza de fricción ~FR es aquella que se opone al movimiento del vehículo, y está dada por las siguientes
componentes:




~FR,llantas Es la fuerza de fricción dada entre el pavimento y las llantas del vehículo, denida como el
producto entre coeciente de fricción y la fuerza normal. ~FR,viento Es una componente de fricción debida a
la resistencia del aire. ~FR,internas Es una componente de fricción debida a las fuerzas internas del vehículo




es la fuerza que requiere el vehículo para alcanzar la energía
cinética en estado estacionario a través de un trayecto denido.
Como el vehículo transporta una cantidad de carga a través de un arco ij, entonces su masa total a través
del arco será la suma de la masa propia que posee el automotor y la masa transportada.
m = m0 + tij
Siendo:
m0: masa propia del vehículo.
tij : masa de la carga transportada entre i y j.
Para establecer una función de consumo de combustible, es necesario encontrar una expresión para la
fuerza del motor FM . El procedimiento se sigue con un equilibrio de fuerzas estático en X y Y asumiendo
velocidad constante.
∑
Fx = max, ax = 0∑
Fy = may, ay = 0
∑
Fx = max ⇒ FM − FR −mg sinβij = 0∑
Fy = may ⇒ N −mg cosβij = 0
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Tal y como se nombró, FR,llantas = Nb, donde b es el coeciente de rozamiento constante que depende del
tipo de terreno, y N es la fuerza normal.
Reemplazando las expresiones anteriores y despejando FM se tiene:




Posteriormente se halla el trabajo Uij = FMdij desde el nodo i hacia j dado como:






+ (m0 + tij)g sinβij
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Debido a que en equilibrio estático la velocidad es constante:








+ FR,viento + FR,internas (3.35)
γij = g
(





La constante αij tiene unidades de
Joule
Km
y está en función de la inclinación promedio entre ij, el peso del
vehículo en vació, el tipo de terreno, las fuerzas de fricción internas y la fuerza requerida por el mismo para
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alcanzar la energía cinética de estado estacionario. La constante γij tiene unidades de
Joule
Kg ∗Km y está en
función del angulo promedio de inclinación entre ij y el tipo de terreno.
La ecuación 3.34 posee dos componentes debidas a la masa del vehículo en vacío o sin carga, y la masa
de la carga transportada entre ij. Asumiendo que en promedio βij y b no cambian de valor en cada arco
recorrido, entonces αij = α y γij = γ.
Uij = αdij + γtijdij (3.37)
Para determinar los arcos activos, se asignan las variables binarias aij , xij y sij y por lo tanto, la expresión
de trabajo para ota propia y subcontratada es:
Uij(tij , lij , xij , sij , aij) = αdijxij + αdijaij + γtijdijxij + αdijsij + γlijdijsij (3.38)
El trabajo total requerido por un vehículo para completar una ruta se da por la sumatoria de los trabajos

































La cantidad de gasolina necesaria para ejecutar el trabajo total
∑
i,j∈V Uij−total se obtiene multiplicando
las ecuaciones 3.39 y 3.40 por un factor de conversión E1 dado en (galones/J). La cantidad de emisiones
por unidad de combustible esta dada por otro valor de conversión E2 dado en (kgCO2/galones). Por
consiguiente el número de emisiones emitidas debidas al consumo de gasolina para realizar el trabajo total
se calcula así:
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E1 × E2 ×
∑
i,j∈V








Siendo E = E1 × E2.
Por tanto, el modelo desarrollado de impacto ambiental es lineal tal y como se muestra en 3.42, por lo cual
se considera como objetivo adicional dentro del problema de ruteo MDVRPPC.








4. Solución del problema multi-objetivo GMDVRPPC
4.1. Denición de la optimización multi-objetivo
La optimización multi-objetivo es un proceso matemático-computacional en el que 2 o más objetivos son
puestos en conicto para ser minimizados o maximizados y sujetos a un conjunto de restricciones. En la
mayoría de los casos los objetivos no se minimizan o maximizan en un punto, por lo cual se constituyen
herramientas de trabajo que permitan establecer un conjunto de soluciones para la toma de decisiones.
Matemáticamente un problema multi-objetivo se dene Peñuela Meneses and Granada Echeverri (2007):
mı´n /ma´x ~fi(x) i = 1, 2, 3, ...,M (4.1)
sujeto a:
gj(x) ≥ 0 j = 1, 2, 3, ..., J (4.2)
hk(x) = 0 k = 1, 2, 3, ...,K (4.3)
xinfn ≤ xn ≤ xsupn n = 1, 2, 3, ..., N (4.4)
Dentro de un conjunto de soluciones D para problemas multi-objetivo, se dice que una solución x1 ∈ D
es mejor que una solución x2 ∈ D cuando:
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∀i ∈ {1, 2, 3, ...,M} , fi(x1) ≤ fi(x2) (4.5)
∃io ∈ {1, 2, 3, ...,M} , fi0(x1) < fi0(x2) (4.6)
Es decir, x1 domina a x2 si uno de los objetivos evaluados en x1 es menor o igual al evaluado en x2, y
existe un punto x1 que al ser evaluado en al menos una función objetivo, hace que esta sea estrictamente
menor a la función objetivo evaluada en x2. En otras palabras lo que signica es que x1 no es peor que
x2 en todos los objetivos y existe al menos una solución x1 mejor que x2, (CÁCERES, N., BARÁN, B., &
VIVEROS (2004) y Rodriguez et al. (2015)).
Lo anterior se representa simbólicamente así: x1 ≺f x2.
En un conjunto de solucionesD pueden encontrarse soluciones no dominadas. Una solución no dominada,
factible, eciente o solución de pareto es aquella que no puede ser superada por otra solución que pertenece
al espacio denido D Toro-ocampo (2016). El numero de soluciones ecientes dependen del numero de
objetivos en conicto y al ser no dominadas en una dirección, empeoran la calidad de los demás objetivos,
y es por esa razón que a las soluciones no dominadas también se les denomina extremos de Pareto.
4.1.1. Método de epsilon constraint para la solución de problemas multi-objetivo
El método de epsilon constraint para problemas multi-objetivo fue propuesto por primera vez en HAIMES
YV et al. (1971). La meta principal es resolver un problema mono-objetivo tomando uno de los objetivos
del problema como la función a ser minimizada o maximizada, y los objetivos restantes entran a ser parte
del sistema de restricciones que acompañan al problema con un valor de epsilon (ε) Mavrotas (2009).
Matemáticamente, lo anterior se dene:
mı´n /ma´x fi(x) i ∈ {1, 2, 3, ...,M} (4.7)
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sujeto a:
gj(x) ≥ 0 j = 1, 2, 3, ..., J (4.8)
hk(x) = 0 k = 1, 2, 3, ...,K (4.9)
xinfn ≤ xn ≤ xsupn n = 1, 2, 3, ..., N (4.10)
~fL(x) ≤ ~εL L ∈ {1, 2, 3, ...,M} and L 6= i (4.11)
Uno de los inconvenientes del método en cuestión es el aumento del numero de restricciones que son
representadas en el modelo anterior por el sistema matricial 4.11. Estas restricciones son conocidas como
las ε−restricciones y su cantidad depende de la diferencia entre el numero total de objetivos del problema
y el valor de uno.
Para obtener de manera adecuada el frente de pareto, se debe tener en cuenta:
Las soluciones no dominadas se obtienen a partir de la solución individual de cada objetivo.
Cada valor de ε debe estar dentro del conjunto de soluciones óptimas de pareto que es delimitado
por las soluciones no dominadas.
Para asignar los valores de ε, se aplica optimización lexicográca la cual consiste en minimizar un
objetivo y restringuir los demás en el valor de la respectiva solución no dominada. Una vez obtenida
la nueva solución se sigue minimizando la función objetivo y se restringen las demás a los valores de
la nueva solución óptima, y luego se continua de manera sucesiva.
Las ventajas de utilizar el método de e− restricciones frente al de suma ponderada son Mavrotas (2009):
Permite obtener soluciones intermedias del frente para problemas lineales.
El método de suma ponderada no permite obtener soluciones ecientes frente a problemas de
programación entera multi-objetivo.
En el ε-constraint no es necesario escalar las funciones objetivo a escala comunes.
En el ε-constraint se puede tener un control sobre el numero de soluciones ecientes ajustando el
rango de solución de las funciones objetivo.
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4.1.2. Solución al problema multi-objetivo GMDVRPPC utilizando el método ε-restricciones
(epsilon constraint)














Ψ2 ≤ ε1 (4.13)
restricciones 3,4 a 3,30 (4.14)
O bien:





Ψ1 ≤ ε2 (4.16)
restricciones 3,4 a 3,30 (4.17)
5. Análisis de sensibilidad de la función objetivo emisión de partículas
respecto al estado de la vía, pendiente y supercie.
Un análisis de sensibilidad, consiste en observar los cambios o reacciones de una solución óptima frente
a pequeñas variaciones en un parámetro del modelo matemático, estableciendo un factor de participación
como indicativo de cambio en una solución. Las variaciones pueden ser:
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Variación en los coecientes de las variables de la función objetivo.
Variación en los coecientes de las restricciones.
Alteraciones de un recurso.
Adición de una nueva variable de decisión.
Adición de una nueva restricción.
Variación en los límites de alguna variable de decisión.
Salida de alguna de las variables de decisión.
Otros.
5.1. Factores de sensibilidad de la función objetivo impacto ambiental
El análisis de sensibilidad empleado en este documento afecta las constantes α y γ de la función objetivo
de impacto. El angulo βij se determina con base en la inclinación de la vía para lo cual se asumen valores
entre 0 y 20 grados en pasos de 5. Además para el estado de la misma se asume un coeciente de fricción
estático de b ' 0,7 entre caucho y pavimento asfáltico.
Por lo anterior se constituyen 5 casos de estudio descritos así:
1. Caso 0◦, denominado como caso base.
2. Caso 5◦, coeciente b = 0,7.
3. Caso 10◦, coeciente b = 0,7.
4. Caso 15◦, coeciente b = 0,7.
5. Caso 20◦, coeciente b = 0,7.
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5.1.1. Cálculo de la distancia de acuerdo a la pendiente
Debido a que el angulo de inclinación de la vía βij incide sobre la distancia dij , se le debe sumar un factor









Figura 8: Corrección de distancia dij por efecto pendiente
La distancia dij−g por efecto pendiente se calcula como:
dij−g = dij + g (5.1)
Para encontrar el factor de corrección g se aplica teorema de Pitágoras:
(dij + g)
2 = z2 + d2ij
d2ij + 2gdij + g
2 = z2 + d2ij
Agrupando las g a un solo lado de la igualdad y operando algebraicamente se obtiene:
2gdij + g
2 = z2










En la siguiente tabla se muestran los valores típicos de g para diferentes grados de inclinación.
Figura 9: Valores típicos de g para diferentes pendientes
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De la gura 9, los valores de g para diferentes grados de pendiente representan un porcentaje estándar de
la distancia corregida dij , y por tanto la expresión 5.1 se reescribe de la siguiente manera:
dij−g = dij + g
dij
100︸ ︷︷ ︸
Se suma un g% de dij















A partir de la gura 8, la expresión 5.2 puede ser expresada en función del ángulo βij y la distancia a cero






















Los factores anteriores se denen como los parámetros de sensibilidad asociados a la inclinación del arco
ij.
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Las ecuaciones 5.2 o 5.3 poseen el inconveniente de que para múltiples pendientes se debe constituir un
arco por cada pendiente, por lo que la complejidad matemática del problema se volvería altamente compleja
y de muy difícil solución. Con el n de evitar la explosión en el numero de arcos como consecuencia de
la simulación de las pendientes de la vía entre los puntos que la conectan, será calculada una distancia y
angulo virtual que representen las pendientes entre los puntos de la vía que la conectan.
5.1.2. Cálculo de la distancia virtual teniendo en cuenta el relieve del arco
En su mas reciente libro sobre diseño geométrico de carreteras, Gárdenas Grisales (2013) expone una serie
de conocimientos adquiridos sobre la geometría de vías para un correcto funcionamiento y diseño de las
mismas.
Cárdenas dene una carretera como "infraestructura de transporte... dentro de un derecho de vía", que tiene
como propósito permitir la libre y cómoda circulación de vehículos.
Las carreteras pueden ser clasicadas según (Gárdenas Grisales (2013)):
1. Según su función: Ligada a la operación de carreteras. Una carretera se clasica para el caso
colombiano como:
Primaria: interconectan las principales zonas de producción y consumo. También se conocen
como vías de comercialización y estas son las vías troncales y transversales.
Secundaria: vías que unen cabeceras municipales entre sí. Por lo general provienen de una
primaria.
Terciaria: unen cabeceras municipales a veredas.
2. Según el tipo de terreno: Ligada a la topografía de una vía en un tramo de estudio.
En Colombia una supercie es clasicada así:
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Cuadro 1: Clasicación de las supercies
Tipo de terreno
Pendiente máxima media inclinación transversal al
de las lineas de máxima eje de la vía del terreno
pendiente de terreno ( %) (◦)
Plano (P) 0-5 0-6
Ondulado (O) 5-25 6-13
Montañoso (M) 25-75 13-40
Escarpado (E) > 75 > 40
Así, las carreteras se consideran:
En terreno plano: Permite a los vehículos pesados y livianos mantener una velocidad
constante para pendientes longitudinales menores al 3 %.
En terreno ondulado: Los vehículos pesados se ven obligados a reducir sus velocidades, pues
sus pendientes longitudinales varían entre el 3 % y el 6 %.
En terreno montañoso: Los vehículos pesados deben mantener velocidades pequeñas
sostenidas a lo largo de distancias considerables o durante intervalos frecuentes. Sus pendientes
longitudinales varián entre el 6 % y el 8 %.
En terreno escarpado: Los vehículos pesados se ven obligados a mantener velocidades
inferiores a las de un vehículo en carretera montañosa. Sus pendientes longitudinales son
mayores al 8 %.
3. Según su competencia. Depende del tipo de organización administrativa a cargo del tipo de
carretera. Por ejemplo las carreteras nacionales están bajo la concesión del Instituto Nacional de
Vías (INVIAS).
4. Según sus características. Divididas en autopistas, multicarril y de dos carriles.
Pendiente longitudinal de una vía
Una pendiente longitudinal representa el perl que posee un terreno dadas las alturas de los tramos que
trazan la vía. Una pendiente longitudinal está dada en % e indica el nivel de altura que posee un tramo de






Figura 10: Pendiente longitudinal de un arco ij
Se dene la pendiente longitudinal:
Pendiente( %) =
z(m)→ altura
dij(m)→ distancia plana × 100 (5.5)
Lineas de pendiente y cálculo de la distancia virtual
Las lineas de pendiente son lineas que pasan por los puntos obligados de una ruta y que se trazan a raz
del terreno natural para seguir la forma que este posee, y para hacerlo es necesario conocer las curvas de























Figura 11: Perl longitudinal de una ruta entre i y j
Para determinar el costo operativo de un vehículo entre una ruta ij es necesario determinar la distancia
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euclidiana denominada como horizontal o distancia a cero grados y este valor es llamado Cij . Sin embargo,
cuando el vehículo viaja por una pendiente el costo será, Carciente (1980):
Cij (1 + n)
Siendo n una función de la pendiente.
De la misma manera, si el vehículo viaja a través de una curva el costo de operación será:
Cij (1 +m)
Siendo m una función del radio de curvatura.
Si una ruta ij de longitud dij plana se divide en trazados de pendiente de longitud L1, L2, ..., Lk y cada
uno con coecientes de pendiente n1, n2, ..., nk; y en tramos de curvas donde cada una tiene una longitud
L′1, L′2, ..., L′k y con coecientes de radio de curvatura m1,m2, ...,mk respectivos, entonces el costo de
operación se dene:
dij [1 + (n1, n2, ..., nk) + (m1,m2, ...,mk)]
Expresado también bajo la forma general:
dij [1 + n+m]
La longitud anterior se dene como longitud virtual de la ruta ij y su complejidad reside en establecer los
coecientes n y m.
Para simplicar el cálculo de los coecientes anteriores se aplica el método de Bruce, el cual emplea el
mismo concepto de distancia virtual pero desde el punto de vista del aumento de longitud por esfuerzo de
tracción en las pendientes.
Planteamiento de la distancia virtual según el método de Bruce
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Para determinar la longitud virtual según el método de Bruce, es necesario retomar la ecuación de energía
vista en la subsección 3.3 de modelo de impacto ambiental.
Sea un vehículo de carga m, denida como:
m = m0 + tij ⇒ carga de ota propia
m = m0 + lij ⇒ carga de ota subcontratada
Siendo tij el ujo de ota propia entre el arco ij; lij es el ujo de ota subcontratada entre el arco ij y m0
corresponde a la masa del vehículo;
la ecuación de trabajo de ota propia y subcontratada para un arco activo ij es:
Uij(tij , lij , xij , sij , aij) = αdijxij + αdijaij + γtijdijxij + αdijsij + γlijdijsij
Siendo α, γ constantes del estado del terreno dadas en J/km y J/Kg ∗ Km respectivamente. dij Es la
distancia viajada por el vehículo; xij y sij son variables binarias correspondientes a un arco activo de ota
propia o subcontratada respectivamente y aij es una variable binaria correspondiente a la activación de
arco de retorno para ota propia.
La ecuación anterior es dividida en dos componentes así:
Uij(tij , lij , xij , sij , aij) = Uij1 + Uij2
Uij1 = α(dijxij + dijaij + dijsij) (5.6)
Uij2 = γ(tijdijxij + lijdijsij) (5.7)
La ecuación 5.6 corresponde al trabajo del vehículo debido a su propia masa; la ecuación 5.7 es el trabajo
del vehículo debido al ujo entre el arco activo ij.
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Al multiplicar las ecuaciones anteriores por el coeciente de tracción ϕ:
Uij1 = αϕ(dijxij + dijaij + dijsij)
Uij2 = γϕ(tijdijxij + lijdijsij)
Si existen diferencias de altura o varias diferencias de altura en el eje de elevación z, entonces a las
ecuaciónes anteriores se les suma una componente de trabajo realizada por el vehículo en subida siendo∑
z las distancias verticales recorridas por el vehículo.
Uij1 = αϕ(dijxij + dijaij + dijsij) + α(xij + aij + sij)
∑
z (5.8)
Uij2 = γϕ(tijdijxij + lijdijsij) + γ(tijxij + lijsij)
∑
z (5.9)
Agrupando la ecuación 5.8 en función de xij , sij y aij ; y la ecuación 5.9 en función de ujo de vehículo
















































































































































Sumando Uij1 y Uij2 de las expresiones anteriores, y sacando como factor común la expresión contenida







ϕ [αxij + αaij + αsij + γtijxij + γlijsij ] (5.12)
Se dene la distancia virtual o resistente d0−ij así, Carciente (1980), Gárdenas Grisales (2013):
d0−ij = dij + k ×
∑
z (5.13)






Siendo dij la distancia plana real del arco ij.
∑
z representa la suma de desniveles por contrapendientes
en dirección ij. El parámetro k se dene como el inverso del coeciente de tracción y está en función del
tipo de capa de rodadura de la vía. En la siguiente tabla se muestran los valores típicos de k
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Cuadro 2: Valores típicos del inverso de coeciente de tracción.
TIPO DE SUPERFICIE VALOR MEDIO DE k




Generalizando la ecuación 5.12 se tiene:
Uij−0 = d0−ijϕ [αxij + αaij + αsij + γtijxij + γlijsij ] (5.15)
U0−ij es el trabajo virtual requerido por el vehículo propio o subcontratado para viajar entre un arco ij con
determinado estado de vía y múltiples pendientes., y solo se tiene en cuenta cuando se conoce el relieve del
arco ij.
El uso de la ecuación de distancia virtual y de trabajo virtual solo deben ser tenidas en cuenta cuando se
conoce el relieve del arco ij. Las ventajas de uso radican en la elaboración de un solo caso de estudio que
contempla múltiples pendientes. Sin embargo este problema es de mucha complejidad matemática ya que
se requiere especicar los puntos de relieve en el sistema de coordenadas.
Ejercicio de aplicación
Aunque el uso de la ecuación de distancia virtual en esta investigación se propone con el n de simular
múltiples pendientes en un arco ij y de acuerdo al tipo de rodadura usada para el terreno de la vía, la
aplicación verdadera de esta ecuación está en evaluar la ruta de menor costo. Para ilustrar lo anterior,
considérese 3 perles longitudinales de 3 rutas dadas entre los puntos A y B como se muestra en la gura
12.
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Figura 12: Perl longitudinal de rutas, extraidas de Gárdenas Grisales (2013).
Cada ruta es evaluada en direcciónAB y se asume queK = 44, y la de menor costo es aquella que presenta
la menor longitud virtual.
Evaluación ruta 1
Tramo Aa
z1 = 275− 100 = 175m, distancia horizontal→ dAa = 3400m
Tramo ab
z2 = 290− 275 = 15m, distancia horizontal→ dab = 1600m
Tramo bc
z3 = 240− 290 = −50m, distancia horizontal→ dbc = 3100m
Tramo cB
z4 = 250− 240 = 10m, distancia horizontal→ dcB = 2100m
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Distancia virtual d0−AB para la ruta 1
La suma de contrapendientes en dirección AB es:
∑
z = z1 + z2 + z4.
La distancia plana AB es: dAB = dAa + dab + dbc + dcB .







× 100 = 1,960784
Evaluación ruta 2
Tramo Ad
z1 = 180− 100 = 80m, distancia horizontal→ dAa = 2400m
Tramo de
z2 = 170− 180 = −10m, distancia horizontal→ dab = 5100m
Tramo ef
z3 = 210− 170 = 40m, distancia horizontal→ dbc = 1500m
Tramo fB
z4 = 250− 210 = 40m, distancia horizontal→ dcB = 1800m
Distancia virtual d0−AB para la ruta 2
La suma de contrapendientes en dirección AB es:
∑
z = z1 + z3 + z4.
La distancia plana AB es: dAB = dAd + dde + def + dfB .







× 100 = 1,481481
Evaluación ruta 3
Tramo Ag
z1 = 120− 100 = 20m, distancia horizontal→ dAa = 2600m
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Tramo gh
z2 = 110− 120 = −10m, distancia horizontal→ dab = 3400m
Tramo hi
z3 = 165− 110 = 55m, distancia horizontal→ dbc = 1300m
Tramo iB
z4 = 250− 165 = 85m, distancia horizontal→ dcB = 1000m
Distancia virtual d0−AB para la ruta 3
La suma de contrapendientes en dirección AB es:
∑
z = z1 + z3 + z4.
La distancia plana AB es: dAB = dAg + dgh + dhi + diB .







× 100 = 1,927711
Como la distancia virtual d0−AB de la ruta 3 es menor que la distancia virtual de la ruta 2 y la 1, se arma
que el perl longitudinal del arco AB representado por la ruta 3 es el de menor costo.
Consideraciones sobre la distancia virtual de un arco
En caso de querer afrontar un problema con distancia virtual, se debe tener en cuenta:
Se debe especicar los puntos de relieve en el sistema de coordenadas o conocer las curvas de nivel
asociadas al arco ij.
La ecuación de trabajo vista en la subsección de modelo de impacto ambiental, se reemplaza por la
ecuación 5.15, correspondiente al trabajo virtual .
Determinar contrapendientes en dirección ij y ji
Determinar el tipo de terreno y asignar un valor de k.
La distancia virtual ij y ji no es la misma ya que ambas dependen del numero de contrapendientes, por
ello el problema de distancia virtual se torna asimétrico.
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Para simplicar el problema se aplica la ecuación de corrección de distancia por efecto pendiente (ecuación
5.2 o 5.3) y luego se construyen múltiples casos de estudio para varias pendientes.
6. Resultados y análisis
En esta sección se exponen los resultados obtenidos para los casos de inclinación dados en la sección de
análisis de sensibilidad, asumiendo un factor de sensibilidad para la distancia de 1
cosβij
para simplicar el
problema de distancia virtual.
Se trabajan instancias modicadas de 20 y 30 obtenidas a partir de la instancia principal 1 p01 de Cordeau
et al. (1997) y se usa un computador con sistema operativo Windows 7 de 64 bits con procesador Intel(R)
Core(TM) i5-4460S CPU @ 2.90 GHz y una memoria RAM instalada de 12.0 GB.
Los parámetros del modelo de impacto ambiental fueron extraídos del Instituto de Investigación de
Transporte de la Universidad de Michigan 2 en el que para una linea de ota homogénea con capacidad
de 20 toneladas el promedio de consumo de combustible es de aproximadamente de 25,3 mpg (millas por
galón) equivalente a consumir un galón de gasolina corriente por cada 15.7207Km recorridos.
Los datos anteriores son comparados con la guía de consumo del Instituto de Recursos de Canadá 3 la cual
arma que en promedio un vehículo produce 2.3 KgCO2 por litro usado, y que para el caso de la linea
de otas usadas en esta investigación equivale a un promedio de 8,706449 KgCO2 por galón. El costo de
las emisiones se calcula con base a los precios cotizados por el Sistema Europeo de Negociación de CO2
4 (SENDECO2), que para el caso en cuestión es de 0,009 USD por KgCO2. La cuanticación del precio
de un galón de gasolina depende del país sobre el que se va a hacer el caso de estudio y que puede ser
consultado en GlobalPetrolPrices.com 5. Para el caso colombiano el precio es de 3,92 USD por galón.
Posteriormente se construye para cada caso de inclinación un frente de pareto. De cada frente se obtiene









FO1−max − FO1−min ,
FO2−max − FO2−i
FO2−max − FO2−min (6.1)
Para seleccionar el punto MIN-MAX de cada frente se deben seguir los siguientes pasos:
Se identican los puntos extremos del frente de pareto.
Cada punto del frente se normaliza aplicando la formula 6.1
Una vez normalizada cada pareja de puntos, se determina el menor valor de cada pareja.
Cuando los valores menores de cada pareja han sido obtenidos, se compara cada uno de dichos valores
y se determina el mayor.
Una vez identicado el valor mayor según el ítem anterior, se procede a vericar la pareja de la cual
este valor fue obtenido.
La pareja identicada de acuerdo al ítem anterior, corresponde a la mejor solución encontrada por la
métrica y se dene como la solución de equilibrio entre los objetivos.
Resultados para la instancia de 20 clientes 4 depósitos.
instancia GMDVRPPC_20_P01 tomada de Cordeau et al. (1997)
Caso Puntos del frente





Extremo 1 300 1781.36 221
Extremo 2 384 1320.56 0
1 365 1403.09 2
2 360 1430.60 2
3 351 1437.48 4
4 335 1520.01 7
5 329 1554.4 12
6 316 1657.57 40
7 308 1671.32 10
Continua en la siguiente página.
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Caso Puntos del frente





Extremo 1 301 1868.62 268
Extremo 2 384 1379.89 0
1 365 1466.13 1
2 360 1494.88 3
3 352 1509.25 6
4 336 1595.49 16
5 330 1631.42 39
6 317 1739.23 76
10◦ punto 4
Extremo 1 304 1964.63 219
Extremo 2 390 1456.65 0
1 376 1553.75 2
2 368 1503.64 1
3 357 1591.1 2
4 341 1680.74 13
5 335 1718.08 16
6 328 1807.73 38
7 313 1845.08 32
15◦ punto 3
Extremo 1 308 2055.93 244
Extremo 2 398 1538.09 0
1 378 1630.84 1
2 362 1669.49 2
3 344 1769.96 8
4 335 1824.07 26
5 328 1932.27 36
6 317 1932.27 16
20◦ punto 3
Extremo 1 319.19 2181.78 105
Extremo 2 408 1624.39 1
1 393.12 1735.86 2
Continua en la siguiente página.
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Caso Puntos del frente




2 373.29 1767.72 2
3 358.41 1879.19 16
4 346.15 1934.94 26
5 328.36 2046.41 38
Cuadro 3: Resultados del GMDVRPPC-20 clientes
En las siguientes tablas se anexan los frentes de pareto por cada caso de inclinación, y se exponen las rutas
de cada punto representativo del frente.
Caso 0◦



































Sigue en la página siguiente.
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Cuadro 4: Ruteo y frente obtenidos para caso de 20 clientes cero grados
Caso 5◦











Sigue en la página siguiente.
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Cuadro 5: Ruteo y frente obtenidos para caso de 20 clientes cinco grados
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Caso 10◦
Puntos clave del frente Ruteo Frente de pareto
Extremo
1
















































Sigue en la página siguiente.
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Puntos clave del frente Ruteo Frente de pareto
ruta 8: 4-24-7
Cuadro 6: Ruteo y frente obtenidos para caso de 20 clientes diez grados
Caso 15◦
Puntos clave del frente Ruteo Frente de pareto
Extremo
1



































Sigue en la página siguiente.
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Cuadro 7: Ruteo y frente obtenidos para caso de 20 clientes quince
grados
Caso 20◦











Sigue en la página siguiente.
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Cuadro 8: Ruteo y frente obtenidos para caso de 20 clientes veinte grados
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Resultados para la instancia de 30 clientes 4 depósitos.
instancia GMDVRPPC_30_P01 tomada de Cordeau et al. (1997)
Caso Puntos del frente





Extremo 1 430 2434.81 57232
Extremo 2 517 1808.79 0
1 517 1870.79 35
2 509 1884.55 81
3 499 1891.44 129
4 487 1953.33 566
5 481 2028.98 5171
6 474 2028.99 3610
7 469 2097.76 30462
5◦ punto 7
Extremo 1 435 2501.09 83872
Extremo 2 528 1897.36 0
1 519 1962.03 54
2 509 1983.6 122
3 503 1990.79 250
4 494 2055.47 805
5 490 2055.47 1501
6 484 2134.52 6104
7 478 2134.53 15577
8 468 2220.76 152498
10◦ punto 6
Extremo 1 438 2621.98 90635
Extremo 2 517 2001.96 0
1 527 2069.19 58
2 517 2091.6 38
3 511 2099.08 179
4 502 2166.3 501
5 498 2166.3 917
Continua en la siguiente página.
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Caso Puntos del frente




6 485 2248.48 10076
7 475 2330.63 83196
8 469 2338.11 73098
15◦ punto 6
Extremo 1 439 2805 96455
Extremo 2 542 2094.61 0
1 534 2171.9 21
2 522 2187.36 70
3 515 2249.2 455
4 510 2280.1 717
5 502 2326.48 2796
6 491 2357.4 6256
7 482 2473.32 89555
8 476 2481.05 91619
20◦ punto 8
Extremo 1 454 2938.27 150785
Extremo 2 564 2245.51 0
1 555 2325.13 75
2 548 2356.97 78
3 539 2364.94 181
4 535 2436.6 1645
5 530 2444.56 2118
6 524 2484.38 3061
7 511 2532.16 5859
8 504 2564.00 14844
Cuadro 9: Resultados del GMDVRPPC-30 clientes
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En las siguientes tablas se anexan los frentes de pareto por cada caso de inclinación, y se exponen las rutas
de cada punto representativo del frente.
Caso 0◦
Puntos clave del frente Ruteo Frente de pareto
Extremo
1











































Sigue en la página siguiente.
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Cuadro 10: Ruteo y frente obtenidos para caso de 30 clientes cero grados
Caso 5◦













Sigue en la página siguiente.
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Puntos clave del frente Ruteo Frente de pareto
Extremo
1









































Sigue en la página siguiente.
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Cuadro 12: Ruteo y frente obtenidos para caso de 30 clientes diez grados
Caso 15◦













Sigue en la página siguiente.
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Puntos clave del frente Ruteo Frente de pareto
Extremo
1










































Sigue en la página siguiente.
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Cuadro 14: Ruteo y frente obtenidos para caso de 30 clientes veinte
grados
6.1. Análisis de resultados
Como se puede observar en las tablas 3 y 9 para los casos de 20 y 30 clientes respectivamente, un incremento
en la pendiente ocasiona un aumento en el número de partículas emitidas al ambiente y el costo operativo,
por lo cual sus soluciones óptimas son sensibles frente a inclinaciones considerables en la vía. Para el caso de
pendientes inferiores al 2 % no se puede armar una ocurrencia de cambio en el costo operativo, ya que al
depender de la distancia entre dos puntos, esta se puede mantener en un margen estable o no, dependiendo
del parámetro de sensibilidad utilizado para corregirla por el efecto de la pendiente que para este caso es
1
cosβij
. El análisis de rutas se hace comparando los puntos MIN-MAX o de equilibrio para los casos de 20
y 30 clientes.
Rutas del MIN-MAX para el caso de 20 clientes.
La gura 13 muestra las rutas para el punto MIN-MAX 4 a cero grados, punto MIN-MAX 4 a cinco grados,
punto MIN-MAX 4 a 10 grados y punto MIN-MAX 3 a 20 grados, y la gura 14 las rutas para el punto
MIN-MAX 3 a 15 grados.
80
Figura 13: Rutas de los puntos MIN-MAX a 0◦, 5◦, 10◦ y 20◦ (caso 20 clientes 4 depósitos).
Figura 14: Rutas de punto MIN-MAX a 15◦ (caso 20 clientes 4 depósitos).
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Ambas guras presentan resultados muy poco frecuentes y contradictorios, ya que para una inclinación
de veinte grados se esperaría un número mayor de vehículos y no lo contrario. Sin embargo este resultado
puede presentarse por tres razones.
1. El punto MIN-MAX no está muy bien equilibrado, lo que implica que el número de rutas puede
aumentar o disminuir dependiendo del objetivo mas desequilibrado. Para solucionar este problema
se recomienda hacer divisiones pequeñas en el rango de solución de ambos objetivos, y através del
ε − constraint encontrar mas soluciones intermedias del frente lo sucientemente cercanas a la
de equilibrio. Si el caso anterior no funciona, entonces se recomienda el método de ε − constraint
aumentado Mavrotas (2009).
2. La instancia es pequeña. Para instancias de menor tamaño es necesario considerar el número de
depósitos en relación al número de clientes. Si la proporción es grande entonces el ruteo para grandes
pendientes podría ser el mismo que para pendientes pequenãs.
3. Un GAP muy grande para técnicas exactas en un caso de prueba pequeño. Una respuesta con GAP
mayor al valor nombrado en un caso de prueba pequeño puede implicar una lejanía del óptimo global
del problema, lo que afecta seriamente el número de vehículos usados en la operación.
Rutas del MIN-MAX para el caso de 30 clientes.
En la gura 15 se muestra la gráca de rutas para el punto MIN-MAX 6 a cero grados; la gura 16 los puntos
MIN-MAX 7 a cinco grados, punto MIN-MAX 6 a 10 grados y punto MIN-MAX 6 a quince grados; y por
último la gura 17 muestra las rutas del punto MIN-MAX 8 a veinte grados.
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Figura 15: Rutas del punto MIN-MAX a 0◦ (caso 30 clientes 4 depósitos).
Figura 16: Rutas de los puntos MIN-MAX a 5◦, 10◦ y 15◦ (caso 30 clientes 4 depósitos).
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Figura 17: Rutas del punto MIN-MAX a 20◦ (caso 30 clientes 4 depósitos).
En este caso se puede apreciar una tendencia en el aumento de vehículos a medida que crece la pendiente.
Como podemos ver entre cero grados y cinco grados incrementa en uno el número de otas. Sin embargo
entre cinco grados y quince grados el numero de otas se mantiene, con lo cual se arma que no hay
sensibilidad de aumento de vehículos entre los casos nombrados. Cuando la pendiente aumenta al valor
de 20 grados, el número de vehículos aumenta en uno y comparando con los casos anteriores los arcos se
hacen cortos.
7. Conclusiones, recomendaciones y trabajos futuros
Se plantea un modelo matemático radial para el GMDVRPPC con un enfoque bi-objetivo, minimizando
costos de operación y emisiones contaminantes, y modelado como un problema lineal entero-mixto resuelto
a través del método epsilon restricciones para problemas multi-objetivo. Al modelo anterior se le aplica un
análisis de sensibilidad donde se consideran diferentes grados de inclinación y estados de la vía.
Se verica la validez del modelo matemático radial tomando instancias de la literatura especializada y se
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desarrolla una herramienta para el cálculo de la distancia, teniendo en cuenta la inclinación del arco. El
desarrollo se basa en dos alternativas que consisten en modelar el arco con una pendiente constante, y
modelarlo en función de la distancia virtual. La primera es la utilizada en esta investigación y posee la
ventaja de simular de manera simple la inclinación del arco, pero tiene el inconveniente de no modelar
el estado del arco y además, para muchas pendientes se deben construir K casos de estudio. La segunda
alternativa es la más viable ya que la distancia se calcula en función del tipo de terreno y permite analizar
múltiples pendientes, por lo que solo es necesario constituir un solo caso de estudio, y para poder emplear
esta alternativa es necesario modelar el problema como asimétrico y conocer el relieve del arco o las curvas
de nivel asociadas. Se recomienda para problemas de la vida real calcular una distancia y ángulo virtual en
función del relieve.
Con base en los resultados se determinó que el número de vehículos usados en la operación, el costo
operativo y las emisiones de CO2 tienden a aumentar a medida que la pendiente crece. El aumento en el
número de vehículos es apreciable para instancias grandes y para cambios bruscos en la pendiente (mayores
o iguales al 7 %).
Un incremento pequeño en la pendiente de la vía no afecta el ruteo. Sin embargo lo anterior no garantiza
que el costo y el impacto ambiental se mantengan, pues estos si podrían cambiar ante cambios pequeños
(menores al 7 %).
7.1. Trabajos futuros
Se espera que en próximos trabajos los problemas de ruteo puedan ser modelados considerando la asimetría
del arco y la topografía de la vía, pudiendo ser a través del modelo de distancia virtual. Por otro lado se
espera que además de modelar la vía en función del relieve y tipo de terreno, se lleve en cuenta las curvas
asociadas al terreno de estudio, convirtiéndose así en un problema mas aproximado a lo real.
Por otro lado la nueva tendencia en cuanto a las Smart Cities no ha sido estudiada en el problema de ruteo,
lo que puede conllevar a que en próximas investigaciones se diseñen herramientas para el modelamiento
de las ciudades inteligentes en conjunto con el problema de cadena de suministros, teniendo en cuenta el
uso de vehículos eléctricos y la ubicación inteligente de centros de carga.
Uno de los temas que cabe mencionar es el problema de puntos desacoplados en el problema de ruteo
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abierto, pues en una investigación hecha en Ate et al. (2018) se demuestra que un cambio de rma
arrendataria en un punto de la operación reduce los costos operativos. Con lo anterior se espera que
muchas compañias transportadoras en un futuro puedan contemplar la opción de subcontratar un paquete
de ota de vehículos con determinada rma y posteriormente esta pueda hacer cambio de arrendatario en
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